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Vom Modell zum Algorithmus – Kombinatorische Op-
timierung im Mathematikunterricht
Fragestellungen aus der Kombinatorischen Optimierung, die mit Hilfe von
Graphenalgorithmen gelo¨st werden ko¨nnen, begegnen uns in verschiedenen
Alltagssituationen. Beispiele aus der Optimierung von Bahnnetzen oder der
Routenplanung in Straßennetzen sind dabei auch fu¨r Schu¨lerinnen und Schu¨ler
greifbar und eigenen sich somit hervorragend, um Probleme der Diskreten
Mathematik im Schulunterricht zu behandeln. Wir wollen die Lernsoftware
Visage vorstellen, mit deren Hilfe solche Themen im Mathematikunterricht
der Sekundarstufen umgesetzt werden ko¨nnen.
Kombinatorische Optimierung im Alltag
Die Kombinatorische Optimierung ist ein Teilgebiet der Diskreten Mathema-
tik, die sich mit der Untersuchung abza¨hlbarer Mengen, insbesondere endli-
cher Mengen bescha¨ftig. Problemstellungen der Kombinatorischen Optimie-
rung begnenen uns in Alltagssituationen wie z.B.
• der Planung von Bahnnetzen und Fahrpla¨nen,
• der Tourenplanung von Postboten oder Mu¨llwagen,
• der Routenplanung in Navigationssystemen oder mit Online-Software,
• der Frequenzzuweisung in Mobilfunknetzen.
All diese Problemstellungen lassen sich durch Graphen und Netzwerken mo-
dellieren und mit graphenalgorithmischen Methoden bearbeiten.
Eine typische Fragestellung aus diesem Bereich ist das Ku¨rzeste Wege-Problem.
Gegeben ist eine Autobahnkarte von Deutschland. Finde den ku¨rzesten Weg
entlang der Autobahnen von Berlin nach Ko¨ln. Diese Aufgabe kann man
durchaus auch Schu¨lerinnen und Schu¨lern der Grundschule stellen. Die Lo¨sung
ist sehr einfach zu finden, es handelt sich fast um die
”
direkte Verbindung“.
Leider ist die Lo¨sung von solcher Aufgaben im Allgemeinen nicht durch
einfaches
”
hingucken“ zu sehen, insebsondere dann, wenn mann nicht den
ku¨rzesten sondern den schnellsten oder den billigstenWeg sucht. Dabei ko¨nnen
durchaus Umwege sinnvoll sein und man beno¨tigt intelligente Algorithmen,
um den besten Weg zu finden.
Kombinatorische Optimierung in der Schule
Dieser durchaus spannende Bereich der Mathematik wird bisher in der Schu-
le viel zu wenig wahrgenommen. In den Vergangenheit beschra¨nkten sich
Beispiele zu diesem Thema in Schulbu¨chern oftmals auf das Finden von Eu-
lerwegen in Graphen (Stichwort:
”
Das Haus vom Nikolaus“). Oder die Fra-
gestellungen dienen allein dem Erzeugen von Rechenaufgaben, ohne dabei
tiefer auf Modellierungsaspekte einzugehen.
Unser Anliegen ist es hingegen, dass die Schu¨lerinnen und Schu¨ler lernen, wie
Probleme der Diskreten Mathematik in der Praxis gelo¨st werden. Dabei wird
insbesondere der Kompetenzerwerb in den Bereichen Problemlo¨sen, Model-
lieren und Kommunizieren gefo¨rdert. Die Schu¨lerinnen und Schu¨ler lernen,
Realsituationen mit Hilfe der Mathematik zu beschreiben, und trainieren
daran das mathematische Modellieren unter verschiedenen Modellierungs-
annahmen. Anschließend lernen sie das Anwenden von Lo¨sungsalgorithmen,
was durch das selbsta¨ndige entwickeln eigener Algorithmen unterstu¨tzt wird.
Schließlich sollen die eigenen Ideen und Lo¨sungen dokumentiert und pra¨sen-
tiert werden.
Lernsoftware Visage
Beim Verstehen algorithmischer Vorgehensweisen kann der Einsatz des Com-
puters von großem Vorteil sein . Daru¨ber hinaus kann der Computer aber
bereits im Modellierungsprozeß den Schu¨lerinnen und Schu¨lern wichtige Hil-
festellungen geben und somit den Prozess des entdeckenden Lernens un-
terstu¨tzen. Deshalb wird u.a. im Berliner Rahmenlehrplan fu¨r den Mathe-
matikunterricht der Sekundarstufe I [1] der Einsatz geeigneter Lernsoftware
fu¨r die beiden Lernmodule zur diskreten Mathematik empfohlen.
Die im DFG-Forschungszentrum Matheon entwickelte Lernsoftware
”
Visa-
ge“ setzt genau hier an. Als Bestandteil der interaktiven Geometrie-Software
”
Cinderella.2“ [2] bietet sie zuna¨chst eine freie Experimentierumgebung zum
Umgang mit Graphen und Algorithmen. Daru¨berhinaus ist es auch mo¨glich,
eigene interaktive Arbeitsbla¨tter zu gestalten, die dann als HTML-Dokumente
exportiert werden ko¨nnen. Auf diese Weise erstellte Arbeitsbla¨tter ko¨nnen im
Internet vero¨ffentlicht oder an die Lernenden weitergegeben werden. Neben
der zugrunde liegenden Software wurden im Rahmen des Projektes zwei Ler-
neinheiten zu den Themen ku¨rzeste Wege und Eulertouren entwickelt, die ein
entdeckendes Lernen der Thematik ermo¨glichen. Diese Lerneinheiten sind auf
der Projektseite [3] zu finden.
Nach einer kurzen Einleitung in die jeweilige Problemstellung stellen die Ler-
neinheiten zuna¨chst ein Modellierungstool zu Verfu¨gung, mit dem die reale
Situation durch einen Graphen repra¨sentiert werden kann. Dabei wird Wert
darauf gelegt, dass die Schu¨lerinnen und Schu¨ler eigene Ideen ausprobieren
ko¨nnen. In weiteren Aufgaben sollen dann zusa¨tzliche Eigenschaften von Gra-
phen und ihrer Darstellung im Computer entdeckt und erforscht werden.
Schließlich ko¨nnen Algorithmen zur Lo¨sung der Problemstellung nachvollzo-
gen werden. Erga¨nzt werden die Lerneinheiten jeweils durch ein Lexikon, in
dem die verwendeten Fachbegriffe erkla¨rt werden.
Die Rolle des Computers
Der Mehrwert, den der Computer bei der Behandlung von Fragestellungen
aus der kombinatorischen Optimierung im Schulunterricht liefert, wird klar,
wenn wir nachvollziehen, wie er in diesen Lerneinheiten verwendet wird und
welche Rollen er im Lernprozess u¨bernimmt.
Zuna¨chst dient der Computer zur Visualisierung der Aufgabenstellung und
der Lo¨sungsalgorithmen. Dadurch wird es leichter, komplizierte Situationen
und Zusammenha¨nge zu erkla¨ren. Beim eigensta¨ndigen Arbeiten der Schu¨le-
rinnen und Schu¨ler dient er hingegen zur Fu¨hrung der Lernenden. Man-
che Konzepte oder Lo¨sungsideen in der diskreten Mathematik sind zuna¨chst
schwer zu entdecken oder zu verstehen. Durch den Computer ko¨nnen nun
Situationsbedingt direkte oder unterschwellige Hinweise gegeben werden, die
die Schu¨lerinnen und Schu¨ler in eine richtige Richtung weisen. So ko¨nnen
z.B. unbekannte Begriffe als Stichwo¨rter gegeben werden, die zu neuen Ideen
fu¨hren. In den interaktiven Experimentierfeldern werden je nach Eigenschaft
eines Knotens oder einer Kante diese in unterschiedlichen Farben dargestellt.
Dies regt zur Erforschung an, was verschiedenfarbige Elemente unterscheidet
und welche Eigenschften sich bei der Vera¨nderung der Konstruktion a¨ndern.
Durch die Einschra¨nkung der Schu¨lerinnen und Schu¨ler, im Modellierungs-
schritt einen Graphen zu zeichnen, werden sie gezwungen, ein Strukturiertes
Modell der Wirklichkeit zu entwerfen. Dabei erfolgt die Modellierung nicht
auf einer symbolischen Ebene sondern bleibt auf einer ikonischen Ebene.
Trotz dieser Einschra¨nkung bleibt den Lernenden die Freiheit einen beliebigen
Graphen zu zeichnen und somit verschiedene Modellierungen auszuprobieren.
Bei ihren Experimenten erhalten sie durch die eingebauten Algorithmen eine
direkte Ru¨ckmeldung u¨ber ihren Erfolg durch den Computer. Dies fo¨rdert
das entdeckende Lernen in einem individuellen Lerntempo.
Resume´
Die Kombinatorische Optimierung liefert als
”
Mathematik fu¨r Entscheidun-
gen“ einen reichhaltigen Fundus an anwendungsnahen Themen aus der All-
tagswelt der Schu¨lerinnen und Schu¨ler. Das Entwickeln systematischer Lo¨sun-
gen mit Hilfe praxisrelevanter Algorithmen ermo¨glicht den Schu¨lerinnen und
Schu¨lern ein authentisches Arbeiten und ermo¨glicht ihnen ein tieferes Versta¨nd-
nis der Strukturen, die hinter den Fragestellungen stecken. Die Lernsoftware
Visage bietet ein interaktives Arbeiten mit lebendiger Mathematik und ero¨ff-
net den Lernenden neue und individuelle Lernwege.
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